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Bewijs van de stelling van Thales 
Metrische betrekkingen in een rechthoekige driehoek 


— coördinaten van punten bepalen Je hebt aandacht voor het abstract redeneren. 
— aanzichten van ruimtefiguren herkennen en tekenen 
— lengtes en hoeken berekenen 
— in congruente en gelijkvormige driehoeken 
overeenkomstige lengtes en hoeken herkennen en — middenparallel 
bepalen — evenwijdige of parallelle projectie 
— loodrechte of orthogonale projectie 
— projectieas 


— projectierichting 


— punten projecteren op een gegeven rechte volgens — singleton 
willekeurige richting — stelling van Thales 
— stelling van Thales voor rechten formuleren en toepassen — metrische betrekkingen 


— vraagstukken oplossen in het vlak en de ruimte 


| 
©) Instap 


Opdracht 1 


Op een zonnige zomerdag vraag je je tijdens een partijtje basketbal af hoe hoog de ring van de basketbalkorf is. Je kan 


Alg 
a 
AS 

TS 


de ring niet aanraken. 


schaduw schaduw 


Aangezien de zon zeer ver van de aarde verwijderd is, mag je veronderstellen dat de zonnestralen evenwijdig zijn. Je 
kan je eigen lengte, de lengte van jouw schaduw en de lengte van de schaduw van de basketbalring meten. 


Als je kan bewijzen dat de gevormde driehoeken gelijkvormig zijn, dan kan je de hoogte van de ring van de 
basketbalkorf berekenen. 


E 
B 
? 
1,8 m 
Á /\ 
A Tam C Dam “EF 
a) Bewijs dat AABC en ADEF gelijkvormig zijn. b) Bepaal de hoogte van de basketbalring. 
In AABC en ADEF geldt: DE| = [DF] « |AB| 
en u [AC] 
en: 
ee _ 14-18 
0,84 


= 3 


Antwoord: De basketbalring hangt 3 m hoog. 


Opdracht 2 


Vul aan met behulp van de tekening als je weet data // b. 


a) Binnenhoeken aan dezelfde kant van de snijlijn zijn supplementair. 
Án + Ba =180° 
b) Nevenhoeken zijn supplementair. i b 
Á3+Â, =180° 
c) Verwisselende binnenhoeken zijn even groot. 
Â = B: 
d) Overstaande hoeken zijn even groot. 
B, =B» 
e) Overeenkomstige hoeken zijn even groot. 


Ás=B, 


Opdracht 3 


Vul aan. 


a) Wat is de verhouding van de omtrek van een cirkel tot het getal m1? E 


b) Toon aan dat de verhouding van de oppervlakte van een cirkel tot rr gelijk is aan één vierde 
van het kwadraat van de diameter van de cirkel. 


Ad 
TH 4 
A f.n 
mT Fn 
min 
d\? 
0 
d? 
Dn 


c) Pas de hoofdeigenschap van evenredigheden toe. 


2 
At LA = id? 
TT 4 


d) Vul aan met behulp van de formule uit b en de tekening. 


LA 
N= 
d? 

nd? 

A= Eem 
”- 
TT 

d= JSA 
TT 


1 Inleiding tot de stelling van Thales 


11 Rechthoekige driehoeken met even grote scherpe hoeken 


Beschouw de twee rechthoekige driehoeken AABC en ADEF uit de instapopdracht 1. 


Gegeven: AABC is rechthoekig in N E 
ADEF is rechthoekig in D 
BC / EF B 
Te bewijzen: AABC » ADEF 
Bewijs: A C D F 
In AABC en ADEF geldt: 
N = D = 90° (gegeven) Er 
€ = f (overeenkomstige hoeken bij twee ad AABC — ADEF 
evenwijdigen en een snijlijn) | 
ABI _ |AC| _ IBC 
IDE) IDF) _ |EF| 
|AB| __ IDE 
|AC| [DF] 


ala) Twee rechthoekige driehoeken met één paar even grote scherpe hoeken zijn gelijkvormig. 


GP — Merk op — 


Verticale voorwerpen werpen een schaduw die evenredig is met de hoogte van dat voorwerp. 


1.2 Driehoeken met een gemeenschappelijk hoekpunt en 
evenwijdige zijden 


A 
Een willekeurige AABC wordt gesneden door de rechte DE en DE // BC. 
Te bewijzen: AABC — AAED D E 
Bewijs: 
In AABC en AAED geldt: C B 
€ = D (overeenkomstige hoeken bij twee 
evenwijdigen en een snijlijn) HH 
A JN AABC —> AAED 
B = E (overeenkomstige hoeken bij twee 
evenwijdigen en een snijlijn) ik 
[BC _ [AC] _ [ABI 
|ED| _ |AD| _ [AE 


Een rechte evenwijdig met een zijde van een driehoek bepaalt met de twee andere zijden een driehoek die 
gelijkvormig is met de gegeven driehoek. 


Bijzonder geval 
R 


P 


[MN] is een middenparallel van APOR. Een middenparallel van een driehoek is een lijnstuk dat de middens van 
twee zijden van een driehoek verbindt. 


eigenschap | Een middenparallel van een driehoek is evenwijdig met de derde zijde en half zo lang als de derde zijde. 


Deze eigenschap zullen we later nog bewijzen. 


Verwerkingsopdrachten © 


(1) Thales van Milete was een Griekse wijsgeer (624 v. Chr. - 545 v. Chr.). Er wordt verteld dat hij tijdens een reis 
naar Egypte de piramides bezocht en de hoogte van de piramide van Cheops wilde berekenen. Hij deed dit 
op de volgende manier: 


… t04, 
e Hij bepaalde eerst de hoogte van een paal: 1,63 m. 2: 
e Daarna bepaalde hij de lengte van de schaduw van de paal: 2 m. 

e _ Hij was in staat om de basis van de piramide te meten: 230 m. 

e Tot slot mat hij de lengte van de schaduw van de piramide: 65 m. 


SIL 


Bepaal de hoogte van deze piramide. 


In ADEF en AABC geldt: 


F = C = 90° (gegeven) GE 
Ë = B (overeenkomstige hoeken bij ee ADEE cAABC 
twee evenwijdigen en een snijlijn) yv 
A — Eá 
a pr TE 
1,63 2 
ne 180 - 1,63 
B 2 
X = 146,7 


Antwoord: De piramide is 146,7 m hoog. 


Bereken in elke driehoek de onbekende lengte x met behulp van gelijkvormige driehoeken. 


a) BC / DE 
) / |AB| __ [AC 
|AD| — [AE 
2 4 
ND AO 
= = X+2 
Dii 
SEK 
b) GH/I [FG] {FHI 
F [FIP 
25 X 2,5 n X 
G A 10 _x+18 
75 18 2,5(X+18) = 10x 
| y 45 = 10X—2,5X 
45 = 7,5X 
(O4 
c) LM / NO 
4 INO| _ IKN/ 
[LM[ [KLI 
X 9 
5 7 3 
ER 
m3 
DOS 


A 


2 Projectie 


In het tweede jaar bestudeerde je al enkele meetkundige transformaties: spiegelingen, verschuivingen en rotaties. 
In dit punt bestuderen we een nieuwe transformatie: de projectie. 


21 Loodrechte projectie 


In een cartesiaans assenstelsel kan je punten voorstellen met coördinaten. 
Het eerste coördinaatgetal lees je af op de x-as en het tweede coördinaatgetal op de y-as. 
Om coördinaatgetallen te bepalen maak je gebruik van loodrechte projectie. 
e Om het eerste coördinaatgetal van A te bepalen, projecteren we het punt A op 
de rechte x volgens de richting van y. 


e Om het tweede coördinaatgetal van A te bepalen, projecteren we het punt A op 


de rechte y volgens de richting van x. 


De rechte waarop men een punt projecteert (rechte a), noemt men de projectieas. c 

De rechte b bepaalt de projectierichting. 

Als de projectierichting loodrecht staat op de projectieas, 

dan spreekt men over loodrechte projectie. L L a 


notatie Pa(C) = € 


Dit lees je als: 'C’ is het projectiebeeld van de loodrechte projectie van het punt Cop de rechte a! 


GP — Merk op — 


e Een loodrechte projectie wordt ook wel een orthogonale projectie genoemd. 
« De loodrechte projectie wordt vaak gebruikt bij technische tekeningen (bovenaanzicht - vooraanzicht - 
zijaanzicht). 


2.2 Projectie van een punt 
We projecteren het punt C op de rechte a volgens de richting van b. De rechten a en b zijn snijdend. 
Hoe teken je het projectiebeeld van C op de rechte a? 


methode | STAP1: Teken een rechte c evenwijdig aan de rechte b en door het punt C. 
STAP 2: Bepaal het snijpunt C’ van de rechte c met de rechte a. 


2 
notatie pè(C) = C’ ä 


Dit lees je als: 'C’ is het projectiebeeld van het punt C op de rechte a volgens de richting van b' 


GP — Merk op — 


Als je van meerdere punten het projectiebeeld moet bepalen, moet je telkens een evenwijdige rechte aan de 
projectierichting tekenen. Daarom noemt deze constructie vaak evenwijdige/parallelle projectie. 

e Als punt C tot de projectieas a behoort, dan is het projectiebeeld het punt C zelf: b 
Als Cea dan p?(C) =C. 


2.3 Projectie van een rechte 


A) De rechte l is niet evenwijdig met de B) De rechte l is evenwijdig met de 

projectierichting projectierichting 
Het beeld van de rechte l na projectie is opnieuw een Het beeld van elk punt van de rechte [na projectie is het 
rechte. snijpunt B. 


notatie | pl =l=a notatie | _p?(l) = {B} 


[ valt samen met de projectieas a. 


GP — Merk op — 


Bij het bepalen van het projectiebeeld van de rechte volstaat het om het projectiebeeld van twee punten van die 
rechte te bepalen. Een rechte wordt bepaald door twee punten. 
Een verzameling die slechts één element bevat, noemt men een singleton. 


2.4 Projectie van een lijnstuk 


Bij een lijnstuk volstaat het om het begin- en eindpunt van het lijnstuk te projecteren. 


A) De drager van lijnstuk [AB] is niet evenwijdig B) De drager van lijnstuk [AB] is evenwijdig 

met de projectierichting met de projectierichting 
Het beeld van het lijnstuk [AB] na projectie is opnieuw Het beeld van elk punt van [AB] na projectie is het snijpunt 
een lijnstuk. S van AB met de projectieas a. 


b 


notatie |_pÊ([AB]) = [A'B'] notatie |_p?([AB]) = {S} 


2.5 Projectie en lenste 


A) De drager van het lijnstuk is evenwijdig met de B) De drager van het lijnstuk is niet evenwijdig met de 
projectieas projectieas 
p& ([AB]) = [A’B'] pe ([CD]) = [C’D'] 


Vaststelling: 
|A’B'] = |ABI IC’D'| # ICD) 


We besluiten dat een projectie niet altijd de lengte van het lijnstuk bewaart. 


GP — Merk op — 


Vierhoek ABB'A' is een parallellogram want we kunnen aantonen dat beide paren overstaande zijden evenwijdig zijn: 


e AB //a (gegeven) 


— AB / AB 
Ip! « . . …. PS 5 
a=AB (projectiebeelden liggen altijd op de projectieas) 


e AA fb (stappenplan projectie van een punt) 
BB! / b (stappenplan projectie van een punt) 


meende Os 
b 


| =— AN / BB 


Vul aan. 
PÈ(P) = a PER) = R 
p2(P) = R pa ([KP]) = [MQ] 
pa(K) = M ps ([KP]) = [LR] 
PK) = L p}(RQ) = a 
PÈ(R) = 0) p; (KL) = {L} 


A 


3 De stelling van Thales en projectie 


31 De stelling van Thales 


Hieronder werden drie lijnstukken getekend: [AB], [CD] en [EF]. 
We projecteren de drie lijnstukken: p? ([AB]) = [A’B'] 


p& ([CD]) = [C'D'] 


P& (EFI) = [E/F] 


Vaststelling: 


Evenwijdige lijnstukken Niet evenwijdige lijnstukken 
|AB| _ |A’B// [ABI |A’B'| 
ICD|  IC’D/| [EF |E/F// 


We formuleren dit in de stelling van Thales: 


stelling | Een evenwijdige projectie bewaart de verhouding van lengtes van evenwijdige lijnstukken. 


Voorbeeld 
cf df/e 


De evenwijdige rechten geven de projectierichting weer. 


De evenwijdige rechten snijden op twee snijdende rechten evenredige lijnstukken af. 
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3.2 Vraagstukken oplossen met de stelling van Thales 


We kunnen vraagstukken oplossen door te steunen op projecties. 


De stelling van Thales laat toe om snel onbekende lengtes van lijnstukken te bepalen. 


Alg, 
IN 
5: 
ra 
N 
N 
N 


De schaduwvorming van verticale voorwerpen op de grond kunnen we beschouwen als de projectie van deze 
voorwerpen volgens de richting van de zonnestralen (= projectierichting) op het aardoppervlak (= projectieas). 


BC / DE 
Hier herken je de volgende projecties: 
pi(C) = B AC // DB 
p3S(D) = E Hier herken je de volgende projecties: 
AB n AC(A) =c 
pÈS(A) = A Pep 7 
AB AC B)= D 
Pco (B) = 
Uit de stelling van Thales volgt: pic(S) = S 
CD zl 
|AD| _ |AC| 
JAE  |AB| Uit de stelling van Thales volgt: 
Al 8 
ICS| [SDI 


GP — Merk op — 


e Je kan ook projecteren op een andere projectieas. 
e _De gevormde driehoeken zijn altijd gelijkvormig. 


Mil 
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Voorbeeld 
We zoeken de onbekende lengte [AC]. We zoeken de onbekende lenste AD). 


We projecteren de lijnstukken [BA] en [AD] op de rechte CE 
volgens de richting BC. 


Uit de stelling van Thales volgt: 


BA AD 
We projecteren de lijnstukken [EC] en [CA] op de rechte b EN = Ae 


volgens de evenwijdige horizontale rechten d, e en f. 


nx 
5 6 
Uit de stelling van Thales volgt: 12.6 
|EC| _ ICA kes 
|FD|_ [DBI ld = X 
10 Xx 
18 12,6 Antwoord: De lengte van het lijnstuk [AD] is 14,4. 
A: 
9 126 
5126 
8 
7 = X 


Antwoord: De lengte van het lijnstuk [CA] is 7. 


Verwerkingsopdrachten DD ere 


(+) Formuleer de stelling van Thales in symbolen. Bereken de onbekende lengte [BD] 


BC // DE 
Ne MBI ID wort 3 
k 3 |AC| — ICE EE 
3-8 
5 ee 
B X 
C 4, 
13 5 => 
E 48 = X 
(5) Bepaal telkens de onbekende lengte x. 
a) g/h/k 
|EF| _ [DEI 
|BC| [ABI 
Xx _ 6 
BS 
ENE 
ner 
18 
X= — 
5 
X= 3,6 
b) BE / CD 
|AB| _ IAC 
|AE| _ [ADI 
x_ 25 
6 10 
ee Zes 
0 
ze 
m0 
Xs 1,9 
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@ 4 Bewijs van de stelling van Thales 


Gegeven: AB / CD b 


pi ([AB]) = [EF] 
pê ([CD]) = [GH] 


Te bewijzen: Ee = 
Bewijs: 

e We maken een hulpconstructie: 
Teken een rechte evenwijdig met AB 
door het punt E. Noem het snijpunt 
met BF het punt X. 

Teken een rechte evenwijdig met CD 
door het punt G. Noem het snijpunt 
met HD het punt Y. 


e Uit deze constructie volgt: 


Vierhoek ABXE is een parallellogram (de twee paar overstaande zijden zijn evenwijdig) 
Vierhoek CDYG is een parallellogram (de twee paar overstaande zijden zijn evenwijdig) 


We kunnen besluiten: 
[AB] = |EX| en [CD] = |GY/ (1) 


e EX/GY want EX / AB (hulpconstructie) 
AB / CD (gegeven) 
CD / GY _ (hutpconstructie) 
e _Wetonen aan dat AEXF — AGYH. 


Ë = G (overeenkomstige hoeken bij EX / GY en snijlijn a) HH 

p4 Je > AEXF > AGYH 

F = H (overeenkomstige hoeken bij FX / HY en snijlijn a) | 
lev] _ IGH| _ MHL 
IEX IEF [XF] 


e Uit (Den (2): 


[Gy == [CD| (1) 
EX| _ [ABI 
L (gegeven) 
GY 
TE * 
U (2) 
GH 
Ta & 


GD — Merk op — 


Ook in deze situatie kun je met gelijkvormige driehoeken de 


stelling van Thales bewijzen. 
a’ {DF (hutpconstructie) 
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Verwerkingsopdrachten ©: 
(6) Gegeven: |AB| = |BC] 
BF / CG 


Gevraagd: 
a) Wat kan je besluiten over |JAD| en [DE]? 


|AD[ = [DE] 


b) Dit kan je aantonen met de stelling van Thales. 
Vul aan. 


We projecteren de lijnstukken [AB] en [BC] 
opderechte AE volgensderichting CE 


De stelling van Thales stelt dat 


een projectie de verhouding van lengtes van evenwijdige 


lijnstukken bewaart 
Aangezien [AB] en [BC] even lang zijn, zijn ook hun projectiebeelden even lang. 


c) Wat kan je besluiten over |AF| en [FG]? 


|AF| = [FG] 


d) Toon dit aan met de stelling van Thales. Wees volledig. 


BF / CG 
U (Thales) 
|AB| __ [BC 
(AFL [FG 


| (middelste termen wisselen van plaats) 
|ABÍ AF 
FG 


|FG| = [AF] 


15 


@ Je leerde al dat je analytisch de coördinaat van het midden van 


een lijnstuk kunt bepalen. Bouw stap voor stap de redenering op met de 


volgende informatie: 


Aa, yi) en Bx, y2) 


AB snijdt zowel de x-as als de y-as. 


M is het midden van [AB] met M(x, y). 
P‚ (A) = A’, p‚(B) =B', p‚ (M) = M/ 


a) Noteer voor de gekleurde implicatie en equivalenties een correcte 
wiskundige verklaring in de vakjes. 


M is het midden van [AB]. 


|X — xal 


X— Xi =X2 —X 


2X = Xi + X2 
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> II 


rd 


nd 


definitie van het midden van een lijnstuk 


[MB 


stelling van Thales 


|[M’B'| 


cO(A/) = (x1, 0), co(B') = (X2, 0), co(M') = (Xx, 0) 


Ik — xl 


definitie absolute waarde: |x| =Xx Vv —X 


X — Xi =X—X2 


X1 = X2 


Waarom valt de tweede oplossing weg? 


Als x1 = X2, dan is [AB] evenwijdig of samenvallend met de y-as. 
Dat is strijdig met het gegeven dat [AB] de x- en y-as snijdt. 


X1 + X2 


b) Noteer nu zelf de afleiding voor het tweede coördinaatgetal. 


M is het midden van [AB]. 
WW definitie van het midden van een lijnstuk 
MA] _= [MBI 
® 
=l 


iN py(A) = A”, py(B) = B’, p‚(M) = M 
en stelling van Thales 


[MA] 
[MB] 


MAN 4 
|M”B”| 
KI 
IM/A*|_= _|M”B/ 
Q co(A’) = (0,1), cO(B'') = (0,2), co(M’/) = (0,y) 
yy = Wy-—yel 


Q definitie absolute waarde: |x| =XV —X 
Vn 

® 

M= Vita V We Wo 


Als y, = ya, dan is [AB] evenwijdig of 
/ samenvallend met de x-as. Dat is strijdig met 
het gegeven dat [AB] de x-as en y-as snijdt. 


_ M+Ya 
nT 


c) Welke redenering kun je maken als AB evenwijdig is met de x-as? Maak ook een passende tekening 
(en analoog voor mocht AB evenwijdig zijn met de y-as). 


Als AB evenwijdig is met de x-as, geldt: 
co(A) = (Xx, p), co{B) = (x2, p), co(M) = (x,p) 
Daaruit volgt, analoog aan de oplossing van vraag a): co(M) = ( 


X1 + X2 
2 s 


14 3 4 A6 4 8 A 18 1 


Als AB evenwijdig is met de y-as, geldt: 


co(A) = (q, yi), co(B) = (q, y2), co(M) = (q, y) 


Daaruit volgt, analoog aan de oplossing van vraag b): co(M) = (a, Li 


2) 
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eigen- 
schappen 
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5 Metrische betrekkingen in een rechthoekige driehoek 


Gegeven: AABC is rechthoekig in B. 
[BD] is de hoosgtelijn uit B. 


We stellen vast: AABC — AADB — ABDC want: 


In AABC en AADB geldt: In AABC en ABDC geldt: In AADB en ABDC geldt: 
B-D (rechte hoeken) ) (rechte hoeken) D-D (rechte hoeken) 
A=Â (gemeen- — AABC » AADB t-C (gemeen- => AABC — ABDC Â = B (A+B= 90° => AADB — ABDC 
schappelijke schappelijke = Bj + Bi) 
hoeken) hoeken) 
|AB|__ |BC| _ |AC| AB|_ 1BCL _ jac AD| _ {DBI _ |ABl 
|AD| [DB] _ jAB| |BD| [DCL gc] [BD] [DCL [BC] 
|AB|? = JAC] - [AD] |BC[? = |AC| - [DC] |BD|° = |AD| - [DC] 
IN WOORDEN B 
In een rechthoekige driehoek is het kwadraat van de lengte van een 4D: 


rechthoekszijde gelijk aan het product van de lengte van de schuine zijde 
en de lengte van de loodrechte projectie van deze rechthoekszijde op de 
schuine zijde. 


IN SYMBOLEN 
|AB|? = |AC| - [AD] 
|BC|? = |AC| - [DC] 


IN WOORDEN 
In een rechthoekige driehoek is het kwadraat van de lengte van de hoostelijn op de schuine zijde gelijk aan het 
product van de lengte van de loodrechte projecties van de rechthoekszijden op de schuine zijde. 


IN SYMBOLEN 
|BD/? =|AD| - IDC/ 


Deze eigenschappen noemen we de metrische betrekkingen in een rechthoekige driehoek. 


Voorbeeld 


Bepaal |AD|, [DC] en |BD). 


ABI? 
3,3° 
IAD! 
[ADI 
[ADI 


|BD[* 
[BD 
[BD 


Ep] 


Q 


|AC] - [AD/ 
6,5 - [AD] 
3,32 

6,5 

10,89 

6,5 
1,68 


|AD/ - IDC] 
10,89 31,36 
65 6,5 
10,89 31,36 
65 6,5 
2,84 


GD — Merk op — 


|AD] + [DC] = [AC] 


10,89 _ 31,36 _ 42,25 


Controle: —= + 


e Je kunt de hoogte in deze situatie ook anders bepalen door gebruik te maken van de oppervlakte van een 


driehoek: 
|AB| - [BC] |AC| - [BD 
Anasc = 7 = 
[AB - |BC| _ 3,3- 5,6 
BD| = = 
Ee [AC] 6,5 
|BD| > 2,84 


e In een vraagstuk kun je de lengte afronden op de gevraagde nauwkeurigheid. 


6,5 6,5 


|BC|? 
5,6? 


IDC| 


IDC| 
IDC| 


6,5 


|AC| - [DC] 
6,5 - [DC] 
5,6? 

6,5 

31,36 

6,5 

4,82 


= 6,5 


<= we kiezen er voor om de exacte waarden in te vullen 


Jer de positieve vierkantswortel want een afstand is positief 


6,5 


5,6 
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Verwerkingsopdrachten Oe 
Noteer de metrische betrekkingen in onderstaande driehoek. 


D e e’=f-e! 
© d=f.-d’ 
H 
f e h'=e-d' 
e 
E d F 
(5) Bereken [BC], |AC/ en [CD]. 
Il Il Il 
a b h e a? = 10-8 e b? = 10-2 e h? = 2-8 
a° = 80 b? = 20 h? = 16 
C a = 80 b = V20 h = /16 
a = 45 b = 2/5 h =4 
a b 
B 8 D 2 À 


Jente heeft een moestuinbak. Zijn papa maakte een glazen constructie 


om op de bak te plaatsen. 

Hoe hoog bevindt het hoogste punt van de glazen constructie zich ten 
opzichte van de bovenrand van de moestuinbak? 

Rond je resultaat af op 1 mm nauwkeurig. 


e 1,62 = 2: [HC] e 12° = 2: [HB e |AHI = 1,28-0,72 
2 2 2 
Ee = [HC] We = [HBI |AH[? = 0,9216 
1,28 = [HC] 0,72 = [HB [AH] = 09216 
|AH| = 0,960 


Antwoord: Het hoogste punt bevindt zich op 960 mm van de bak. 
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Signaaloefeningen 


©, 


(1) Lou speelt met een vlieger op het strand. Als het touw 32 m lang is, 


dan bevindt de vlieger zich op een hoogte van 21,65 m. Hij haalt het 


SZ 
ASB ES 
touw aan, waardoor de lengte van het touw vermindert met 12 m. A ee 
Je mag veronderstellen dat de hoek die het touw maakt met de 6 
horizontale constant blijft. Bereken de hoogte van de vlieger nadat 1,65 m 
Lou het touw heeft aangehaald als je weet dat Lou 1,65 m groot is. 


In AABC en AADE geldt: 


A 


n 
N = A (gemeenschappelijke hoek) 
€ 


= E (gegeven) 

IAB|___ [BC 

|AD| _ [DE] 
S= 12 X 

32 21,65 — 1,65 
20 - 20 

= XN 
32 
12,5 = X 


21,65 m 


| 5 AABC « AADE 


h = 1,65+X 
1,65 + 12,5 
=ik15 


Antwoord: De vlieger is dan op een hoogte van 14,15 m. 


>>> Verder oefenen: D1 t.e.m. D17 


(2) Bereken in elke driehoek de onbekende lengte x. 
a) BC / DE b) GH / IJ 


|BC| 
[DE 


15 


X 


|FG/ [FH] 

IGI [HI 

48 3 

B. 7 
487, 

5 

12 = 


>>> Verder oefenen: D1 t.e.m. D17 


e= 


DN 


21 


(2) a) Teken twee verschillende rechten cen d b) Teken een rechte f zodat pb(f) = Oh. 
zodat p?(c) = pè(d) =a. 


>>> Verder oefenen: D18 t.e.m. D34 


(+) Gegeven: af/cenb/d 


Vul aan. 


e ABCDiseen parallellogram 


* a) pa(A)= _D e) p, (O=B 
b) pi(B)= C f) p‚ D)=C 
c) p;(C)= D eg) p, (BA 
d) pe(D)= A h) p, W=B 
>>> Verder oefenen: D18 t.e.m. D34 
(5) Teken [CD] en [EF] als p} ([AB]) = [CD] en pf ([AB]) = [EF]. 
b 
Ehrens Â 


>>> Verder oefenen: D18 t.e.m. D34 


Ze 


(e) 


GC) 


Op twee rechten die elkaar snijden in C kiest men A, B, D, E‚, Fen G zodat AB / DE // FG. 


Verder is [AC] = 3; [BC] = 2; [CE] = 4 en [CG] = 10. Bepaal JEF]. 
© JWO 2008-2009 eerste ronde 


CD] 
7 


ICD] = 


|EF| 


A 


|EFL = 


IEF) = 


DD NW 


wi og Ol 


>>> Verder oefenen: D35 t.e.m. D53 


Op de volgende tekening isa // c / d. Zijn de gegeven verhoudingen gelijk of niet? 
Vul in. Kies uit = of #. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


EG 
FH 
AC 


[BD 
AE 
BF 
AB 
EF 
BF 
AE 
CE 
DF 


AE| 
BF| 


AE| 
[BF] 


AG 


BH| 


GHI 
FH 
EG 
AC 
BD 


>>> Verder oefenen: D35 t.e.m. D53 


Nina is 1,68 meter lang. Haar schaduw is 42 cm lang. Op hetzelfde ogenblik is de schaduw van een gebouw 


5,75 meter lang. Hoe hoog is dat gebouw? 


Antwoord: Het gebouw is 23 m hoog. 


In AABC en ADEF geldt: 


A 


Cef (gegeven) HH 
ES Ee —> AABC » ADEF 
B = E (gegeven) 
X___ 5,75 
1,68 _ 0,42 
5,75 1,68 
X= 
0,42 
He 23 


>>> Verder oefenen: D35 t.e.m. D53 


Oe 
23 


(5) In een trapezium ABCD zijn AD en BC de evenwijdige zijden. De diagonalen snijden elkaar in het punt S. 
a) Teken een willekeurig trapezium (niet gelijkbenig of rechthoekig). 


b) Bewijs met behulp van de stelling van Thales dat |AS| - [SB| = [CS] - [SD]. 


a) 
D iN 
Ee B 
b) AD / BC 
U (Thales) 
MS _ IG 
ISD| SB 
l (hoofdeigenschap evenredigheden) 
|AS| - [SB| = |CS| - |SD| 


>>> Verder oefenen: D54 t.e.m. D60 


Bereken de lengte van de gevraagde lijnstukken. 
a) b) 


B 
K L 
Û N 
N X 
M 
A C 
|BD/ = 30—6 = 24 48° = 64-X 
2 
x = [DC] - |BD/ Ex 
Xx = 6-24 
36 = X 
x= 144 
Ke 12 


>>> Verder oefenen: D61 t.e.m. D67 
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Differentiatietraject 


Beschouw de rechthoekige driehoeken AABC en ADEF in de figuur met BC // EF. Bepaal [DE]. 


module p. 25 O 


A 
D 
18 
F 
In AABC en ADEF geldt: 
B = E = 90° 
een 25 AABC « ADEF 
Es IF (overeenkomstige hoeken bij BC // EF en snijlijn AC) 
[DE| _ IEF] 
|AB| [CB 
pel _ 6 
18 12 
u 9 
pe - EE 
h 
[DE| = 9 


Á 


(2) De schaduw van een één meter hoge struik is 0,4 meter lang. De schaduw van een boom is op hetzelfde 
ogenblik 2 meter lang. Hoe hoog is deze boom? Werk op 0,1 m nauwkeurig. 


In AABC en ADEF geldt: A 
BE = 90 
nad 
CF (gegeven) D 
X 
|AB| _ [BC] 1m 
DE| {EF 
En Can B Fonte 
1 04 
X = 
0,4 
x= E 


Antwoord: De boom is 5,0 m hoog. 


25) 


(5) In AABE en ACDE is AB / CD. Bepaal de omtrek van AABE. 


A 

In AEDC en AEBA geldt: 
Ee E happelijke hoek 
kh al (gemeenschappelijke hoek) AE AEDC = AEBA 
C = A (overeenkomstige hoeken bij CD / AB en snijlijn EA) 

16 
k= — =2 

8 


[EB -= 2 [ED] = 246,4 = 128 
|EAI =d IEC =de 10 
DaeBa = 128 +16 +10 = 38,8 


Á 


AABC is rechthoekig in C. De lengte van de rechthoekszijde [AC] is 6 en de hypotenusa [AB] heeft lengte 10. 
Men tekent DE / AC waarbij [DE| = 4. Bereken de lengte |[BD/ en omkring het juiste antwoord. 


5 C © VWO 1994-1995 tweede ronde 
|BD| _ IDE 
|ABI |AC| 
[BD] _ 4 
10 6 
5 
aj = 2E 
B: 
aoj = 
3 
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(5) In AABC is DE / BC en [BC] = 3 |DE). Vul aan. 


|ABI hel A 
5) ll |AD| a 
b) [BE] = …|AB| 

D E 
C B 

[AB] |AC] 
a Ee 

[AE] |AD/ 


2 
b) [BE] = 5 ABI 


AJ 


(6) Uit een gelijkzijdige AABC — met zijden van lengte 3 — snijdt men een driehoekige punt weg zodat de zijden 
[DB] en [EB] lengte 1 hebben. Bepaal de omtrek van de overblijvende vierhoek ADEC. 


© VWO 1986-1987 tweede ronde 


|AD| = |AB|—[BD/ en |CE| = [CB| — |EBl 
= 3-1 = 3-1 
zj = 2 

|ED| _ [BD 

|AC| [AB 

|ED| _ 1 

3 3 

3 

ED| = > 

[ED/ 3 

|ED| = 1 


Papec = [AC] + [AD] + |ED/ + [CE] 


= 3+2+1+2 
8 


Antwoord: De omtrek van ADEC is 8. 


NN 


Ze 


A 


Anasc 


8 Bepaal de oppervlakte van AIFH. 


TIP, 


Bepaal de gelijkvormigheidsfactor 


van AIFH t.o.v. AABC. 


Amen = k?- Anasc 


UI 
Ke) 
No 
ui 


Antwoord: De oppervlakte van AIFH is 6,25. 


Beschouw het rechthoekige trapezium ACDF. Men tekent een rechte EB FA waarbij |AB| = 3 [BC]. 


a) Alsje weet dat [DF/ = 5, bereken dan [DE| en JEF]. 


b) Bereken |BE|en vervolgens de oppervlakte 
van trapezium ABEF. 


a) 


b) - 


28 


=T 
@ 


= 


wl w 


ma 
Sel: 
ui 


mfl 
@ 


w PIW 5 


=|: 
Ies) 


|l \o 


[DE| 


|EB/ 


|EGI + |BG/ Anger 


9 
— +7 
rd 


37 


F 


(|EB] + 


JAF) 


7 


[ABI 


(5) Twee vierkanten met zijde 2 en 3 grenzen aan elkaar zoals in de figuur. Wat is de oppervlakte van het 
gearceerde trapezium? 


© VWO 2015-2016 eerste ronde A 2 (€ 3 E 
5) 
Ne. 
IcB|__ |Ac| nt (2+5 
nn GEDE SS 
|ED| |AE| 2 
cel _ 2 = 5 
5 8 10 
Zed = 6,3 
B| = —— 
Ice/ 5 
B| = — 
ICB| = 5 
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De piramide T-ABCD wordt gesneden door een vlak a dat evenwijdig is aan het grondvlak van de piramide. 


en De doorsnede van de piramide met het vlak a is de vierhoek PORS. 
fl TL 
w a) Vulaan. 
5 [TH'] _ [TP| _ Lel _ [TRI _ [TSI _ 2 
E [TH] [TA] [TB] [TC] 5) 3 
ITH'| _ [POJ _ [OR _ [el _ ISP| _ 2 
[TH] [AB |l __ ICD| [DAL 3 


b) Bepaal [PO] als je weet dat |AB] = 12. 


c) Bepaal [CD] als je weet dat |RS/ = 9. 


« 


A B 
si [TH']__ [TP _ [TQ _ ITR _ ITS _ 2 
[TH [TA] [TB] [TC] [TD] 3 
ITH'| PQI _ [QR| _ [RSI _ ISP) _ 2 
ITH) _ |AB|  |BC|  |CD| [DA 3 
[PQ 2 [RS] 2 
b) —_— = 5 ©) e= 3 
|AB 3 ) IcD[ 3 
[PQ NN: ct 
2 "8 ICD] 3 
„4 9.3 
[PO] = ze ICD] = En 
Z 
27 
[PO] = 8 ICD] = 7 
[CD| = 13,5 


ODD 


(u) Bepaal de verhouding van de inhoud van piramide T-PORS tot de inhoud van piramide T-ABCD uit de vorige 
oefening als Er = 5 


3 
Vr-pars = R+ Vr-agcp 


Vr-pars _ Gi 
Vr-agcp 3 
Vr-pars 5 8 
Vr-agcp 27 


7 
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Je ziet een piramide met top T en grondvlak ABCD. Een vlak a is evenwijdig met het grondvlak van de 
piramide. Dit vlak verdeelt de piramide in twee delen met gelijke inhoud. H is het voetpunt van de loodlijn 
uit de top T op het grondvlak ABCD en H' is het voetpunt van de loodlijn uit T op het vlak a. 

[TH/ 


Bepaal de verhouding ER 


A 


[TH] __ [TBI _ [TC _ |AB| _ |BC|_ {CD _ IDA) _ 


[TH] [Ol [TR [PO [Ro [RS [SP 


Angco _ 2 

zi 
Apors 

3 _ 

Vr-agcp zi ed 
Vr-pors k= 2 

ITH[ _ ; 
Dus: —— = V2 

[TH'] en 


LID 


31 


(1) In AABC worden er drie rechten evenwijdig aan BC getekend. Deze drie rechten verdelen [AB] in vier gelijke 


b) [CH[ - |EF| = [BE] - 


8 lijnstukken. Vul aan. 
j= 

® ) |AF| n IDF] Je 
= All [el [IC] 
© 

© 

E 


€) [DEI + [IA] = IGH[ « Il 


) AFL _ IDF _ [FB 
TN ee 
b) [CH] - |EF| = |BE/ - (HI 


c) [DE| - [IA| = [GH] - [AF] 


(1) Bepaal de oppervlakte van trapezium EFIH uit oefening 13 als je weet dat de basis en hoogte van AABC 
respectievelijk 8 en 10 zijn. 


In AAFI en AABC: In AAEH en AABC: 
EL AFI |EH| _ [AE 
ICB| [AB [CB| [AB 
HFL _ 3 |EHL _ 2 
8 4 8 4 
F3 2 . 2 
ner = 2/ gi 
Á Á 
IF = 6 [EH] = 4 


(IIF] + [EH]) - 2,5 


Aerin 


25 
ï 
= 5 


Antwoord: De oppervlakte van het trapezium is 12,5. 


OD 
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TH/ 
(5) Bepaal de verhouding Ia uit oefening 12. 
v2 /3 


1 2 /5 
a) = b) on (e) SD e) En 
© VWO 2009-2010 tweede ronde 
Vr-pors 5 d 
Vr-agcp 2 
1 
3 zz pen 
ie 2 
3/1 ie de 
k = Ĳ (gelijkvormigheidsfactor) 
[TH'|__ ik E 1 _ v& 
ITH) V2 V2:4 7 
B 
(1e) AABC en AADE zijn rechthoekig in A. Verder is BC #/ DE. 
X-—3 
a) Verklaar waarom AABC — AADE. ED 
D 
b) Bepaal de waarde van de onbekende x. 
3 
A E C 


a) In AABC en AADE geldt: 


As N = 90° (gemeenschappelijke hoek) HH 
—> AABC » AADE 


B = D (overeenkomstige hoeken bij BC / DE en snijlijn AB) 
AD DE 
n OL B 
|AB| |BC]| 
OE 
X—-3+3 12 
36 = Xx 


6 = X of X = —6 — niet relevant 
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(1) ABCD is een parallellogram waarin |AB| = 16 en |BC/ = 10. Verleng nu de zijde [CD] langs de kant van D tot een 


S punt E zodat [DE] = 4. F is het snijpunt van BE met AD. Bepaal [AF]. 
a. E h D C 
an) 
E 
© 
© F 
5 
10 
A 16 B 

|ED| _ [DF 

|EC| __ [BC] 

ee 

20 10 

4.10 
IDF) = En 
[DF = 2 


|AF| = |AD| — [DF] 
10 —2 
8 


a) Teken de beelden van de gegeven punten B, Cen D door de orthogonale projectie op de x-as en de y-as. 
Benoem de beelden op deze manier: px (A) = A’ 


D‚(A) = A7 

IS 

y 

Dlt eebseeleeber det eedt C 

ain ï 
A, EN A 
Î Ee 
1E 
8 nee 
A ï ï 0 Tú ls) ï C X 

Bft 


b) Bepaal de coördinaten van de punten B, B' en B’. 


B(1, —2); B'(1,0); B”(0, —2) 


NN 
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es 
en 
S 
Y 
Komal 
=> 
K=) 
© 
5 


a) pe ([AB)) = … 
b) pé (AC) 
©) pe ([AD]) 
d) pà (AE) 


e) pô ([AF]) 


a) pa ([AB]) = [CE] 
b) p&(AC) = {Cc} 
c) pi ([AD]) = [co] 
d) pÂ(AE) =a 


e) pa ([AF]) = [CO] 


Bepaal het projectiebeeld van de volgende rechten en lijnstukken. 


f) pf(AB) = … b 
8) pj (AC) = 
h) p$(AD) = banen 


i) py ([AE)) 


j)_ ps ((AF]) 


1 
OO 
rm 
le} 


f) pf(AB) = b 
8) pf ([AC)) = [pol 
h) p$(AD) = (D} 
i) p$(lAE) = [po] 


j)_ ps ((AF)) = [DF] 


gE 


Teken pô (A) = A’, p (B) = B’, pa (A) = A” en p‚ (B) = B”. 
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(ar) Bepaal het projectiebeeld van de volgende rechten en lijnstukken. 


a) pa ((AB]) = … 8) ps ([AB]) = … RRS DN 5 

b) pâ ([BD]) = … h) pi ([AE)) = … k a 5 

c) pâ(BD) = i)_p8 (HO) = … AN PE 4 

d) p£ ([BG) ) PCP) =… \ he 

e) ps ([BO)) = … K) pE(DH) = … c, Ez 5 

f)_pE([CG) = … D_pE([BC) = … A , 
Rn E En 

a) pa ([AB]) = [CF] 8) p°([AB]) = [HE] 

b) pâ ([BD)) = [Fc] h) pf ([AE)) = [HE] 

c) pê(BD) =a ) p([HO]) = [HO] 

d) pê([BGĲ) = {F} j_ p?(cr) = {0} 

e) pa ([BO) = [FO] k) p£(DH) = b 

f) pa ((CG]) = [CF] U) pi ([BC)) = [EO] 


dd, 


(2) De rechten a en b zijn snijdend. Een derde rechte r wordt geprojecteerd. Vul aan. 


pÈ (r) is een rechte als … en p® (r) is een punt als …. 


pÈ (r) is een rechte als r { ben p? (r) is een punt als r / b. 


ZJ 


(25) Teken het beeld van de onderstaande lijnstukken door de projectie p/. 
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module p. 32 


(ze) Teken pf (U) = U’, p3 (V) = V’ en p£ (W) = W'. 


(25) Kleur alle punten van het vlak die door de projectie p? op zichzelf worden afgebeeld. 


a 


Vul aan. 


a) pj (…) = [EO] 
b) pE() = {G 
©) _p® (DF) = [AG] 
d) pss (CD) = [OB] 


e) p° ([DG]) = [BG] 


bv. 

a) p;([BFI) = [EO] 
b) pè([AD]) = {C} 
€) pe ([DF)) = [AG] 
d) pâs (CD) = [OB] 


€) pie ([DG]) = [BG] 


8) ps: ([CF]) = [DB] 
h) p::([EH]) = {O} 


) p2([CG)) = [DF] 


AID 


f) p:(BH) = AD b 


)_pút (ACI) = [HF] Een 


f) pâp (BH) = AD 
8) pee (ICF) 
h) p&([EH) = {O} 
i) por ([CG])) = [DF] 


j) pr ([AC]) = [HF] 


[DB] 
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(ar) Teken een lijnstuk [AB] zodat |AB| = 6 cm en p4 ([AB]) = [A'B']. 


en 
en 
S 
Y 
—_= 
=> 
K=) 
© 
5 


Teken een projectieas a, een projectierichting b en een lijnstuk [AB] zodat de lengte van het lijnstuk door de 


projectie bewaard blijft. 


bv. 


Vul aan. 


a) px(Q)= Fen p‚(Q) =H Q =… 


b) p‚(Q) = Den p‚(Q) =E > Q=… 


a) px(Q) = Fen p/(Q) =H Q=l 


b) p‚(Q) =Den p‚(Q)=E > Q =D 


DD 
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Teken een projectieas a en een projectierichting b zodat het beeld van [AB] na projectie een lijnstuk [AB] 
met lengte 3 cm is. 


bv. 


LID 


(ar) ABCD is een parallellogram waarbij de diagonalen elkaar snijden in het punt M. Bepaal het beeld van elke 
zijde door de projectie op AC volgens richting AB. 


E Ca) pie ([AB) =… 
b) p& ([BCJ) = … 
€) pac ([CD]) = … 


d) pe (AD) =… 


module p. 34 


A D 


a) pic ([AB]) = {A} 
b) p&@ ([BC) = [Ac] 
c) ph ([CD]) = {C} 


d) pÂ8 (AD) = [Ac] 


(2) Gegeven: pÈ (C) =D en p?(E) =F 


Gevraagd: Teken B alsB = p® (A). 


ee 


40 


module p. 35 


@) 


Teken een rechte b zodat: pl (R) = p? (S). 
Zijn er meerdere oplossingen mogelijk? 


Ja, elke rechte evenwijdig aan b. 


(3e) De evenwijdige rechten a en b worden gesneden door de rechte s. 


Vul aan. 

a) pa (b) =… 
bips (Dn 
C) pi (S) = 


d) pi, (a) = 


a) pa (b)=a 
b) ps (b) ={Y} 
€) ps (s) ={Y} 


d) pyy (a) =X} 


(35) AADC en ABEC zijn rechthoekig en AD // BE. 
Bepaal |EC]. 


a) Toon je antwoord aan met de stelling van Thales. 5 
Projecteer de lijnstukken [DE] en [EC] loodrecht op AC. 


E 
b) Toon je antwoord aan met behulp van gelijkvormige 
driehoeken. 
e Kies twee driehoeken die gelijkvormig zijn. 
e Bewijs hun gelijkvormigheid. 
e Noteer in symbolen dat de lengtes van de schuine 
zijde zich verhouden tot de lengtes van de horizontale 
rechthoekszijden. A 7 B 8 C 


a) Pac([DE))=[AB] en _pac([EC]) = [BC] 


|EC| _ IDE 
|BC| [ABI 
EC _ 5 
8 4 
2 
ee 2E 
4 
|EC| = 10 


b) In AADC en ABEC: 


A=B= 90° (gegeven) HH 
A A 5 => AADC —> ABEC 
Ct (gemeenschappelijke hoek) 


|AD| _ [DC[ _ [AC 
[BEL |EC| [BC] 


IDC) _ |AC| 
|EC| [BC] 
S+|EC| 12 
EC) 8 
8(5+|EC|) = 12/EC| 
40 +8|EC| = 12|EC| 
40 = 4|EC| 
10 = |EC| 


ee _____Ä 


1 


a) Bereken de onbekende lengte |EF/ met behulp van de stelling van Thales. 


b) Welke projectieas en welke projectierichting heb je hierbij gebruikt? 


Gegeven: AD / BE / CF 


IEF [DE] De 
ee b) projectieas: b 
® Jaq ” (asl annen 
projectierichting: AD 
X _ 3,9 
4 2 
2 
xe 35 4 
Á 
Ks df 


(ar) Bepaal de lengte van het lijnstuk [AB] als je weet dat g / h / k. Werk op 0,01 nauwkeurig. 


° 
sl 
S 
Y 
Ensl 
=> 
K=) 
© 
5 


ABL ___ [BCI 
IDE) EFI 
Wel _ 1 
61 — 26 
ABI = 176 
2,6 
|AB| <= 3,99 
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a) Bereken de onbekende lengte x met behulp van de stelling van Thales. 


b) Welke projectieas en welke projectierichting heb je gebruikt? 


Gegeven: BD // EC 


a) 5 = 5 b) projectieas: ED 
projectierichting: BD 
2 3 
XxX = Ze j 
EN 
x= 6 


a) Bereken xals je weet dat AB ED. b) Bereken a en b als je weet dat AB / YZ. 


a) A 2 b) 10 _b 16 
15 3 10+a  b+12 24 
xe 25:75 
3 10-24 = 16(10 +4) 
X = 6,25 240 = 160 +164 
80 = 16 
5 == 


24b = 16(b +12) 
24b = 16b + 192 
8b = 192 

b = 24 


NN 
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Lb 


me 
en 
j= 
® 
—_— 
ET) 
T 
© 
E 


) 


Als we een veer vanuit haar rustlengte willen uitrekken, dan moeten we hiervoor een kracht uitoefenen die 
recht evenredig is met de toename van de lengte van de veer. Veronderstel dat de lengte van een veer met 4 cm 
toeneemt als we een trekkracht van 3,2 N (Newton) op de veer uitoefenen. 

Welke kracht moeten we uitoefenen om diezelfde veer 7 cm te laten uitrekken? 


Xx _ 32 
2 & 
xe 27 
4 
X = 5,6 


Antwoord: Je moet een kracht van 5,6 N uitoefenen. 


AJ 


De barcode op verpakkingen bestaat uit een streepjescode. De code wordt 
bepaald door de dikte van de opeenvolgende zwarte en witte rechthoeken. 
Cijfercodes hebben als nadeel dat ze soms moeilijk te ontcijferen zijn voor een 
scanner (laserstraal). De code moet immers vanuit verschillende richtingen 
012 10 


leesbaar zijn. Toon met de stelling van Thales aan dat een barcode - voor gelijk 


3456 7890 
welke richting waarin de scanner leest - correct ontcijferd wordt. 


0 123456 789010 


Antwoord: De verhouding van de lijnstukken blijft gelijk. 


AJ 


(a) Gegeven: afb/c 
|AB| = 8 en [BC] =5 


IXY| =6 


Gevraagd: _ |YZ| 


YZ| _ IX 
|BC| __ |ABI 
MZ _ 6 
5 8 
3, 
VZ| = gs 
Za 
15 
IYZ| = De 
IYZ| = 3,75 


LID 


(5) a) Bereken de onbekende lengte x met behulp van de stelling van Thales. 
b) Welke projectieas en welke projectierichting heb je gebruikt? 


Gegeven: EB // CD 


10 . . 
a) ze e ee b) projectieas: BC 
10,5 - 8 projectierichting: EB 
X43 = 
4 
X+3 = 12 
Xe= 123 
N= 9 


45 


46 
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(u) De stelling van Thales kan je gebruiken om een gegeven lijnstuk [AB] in twee gelijke delen te verdelen, zonder 
te meten. De constructie wordt hieronder uitgevoerd. Verklaar deze constructie. 


D C D C D Ee C 
A B A B A B A ‚M B 
e Teken een parallellogram waarvan [AB] een zijde is. 
AB / CD en AD / BC 


e De diagonalen van een parallellogram snijden elkaar middendoor. 
|AS| =|SC| 4) 

e pap ([AS]) = [AM] 
Pas ([SC]) = [MB] 


d |AS| ISC| 
e Stelling van Thales: TAM] = [MBI 
EME > (uit (1) 
JAMI 
JAM = [MB] 


(5) Een garagepoort gaat langzaam naar beneden. Bij het sluiten van de poort schijnt het licht van een lamp tot 
1 meter verder dan de poort. De lamp bevindt zich op een hoogte van 2,5 meter. De horizontale afstand 
tussen de garagepoort en de lamp is 4 meter. Hoe hoog bevindt de garagepoort zich dan boven de vloer? 


sl 


X 1 
25 Aal 
„a 
5 
de 5 
2 


Antwoord: Op dat ogenblik is de garagepoort 0,5 m boven de vloer. 


nn 


eN 
en 
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De stelling van Thales kan je gebruiken om een gegeven lijnstuk [AB] in n gelijke delen te verdelen, zonder te 
meten. Hieronder vind je een constructiemethode om [AB] in 5 even lange lijnstukken te verdelen. 


e Teken een rechte door A (verschillend van AB). 

e Pas op deze rechte vijf gelijke lijnstukken af. Zo bekom je de punten V, W‚, … Z. 

e Verbind ZmetB. 

e Construeer de beelden van de punten V, W‚ … Z door projectie op de rechte AB volgens de richting ZB. 


Uit de constructie volgt dat |AC/ = |CD/ = [DE] = |EF] = [FB]. De punten C, D, E en F verdelen het lijnstuk [AB] in 


vijf even lange stukken. 


Verklaar op welke wijze we de stelling van Thales hebben toegepast in deze constructie. 


|AC| _ ICD| _ [DE| _|EF| {FBI 
IAV[  IVW|  [WXI  IXY| [YZ] 


|AC| _|CD| [DE] JEF |FB 
|AV[  |AV[ [AV [AV AV] 


|AC| = [CD/ = [DE] = |EF] = [FB] 


(uit constructie) 


ODD 


ze : 9 1 
Teken een lijnstuk [AB] met een willekeurige lengte. Construeer het punt C € [AB] zodat |AC] = 3 |AB|. 
Gebruik de methode uit oefening 46. 


bv. 


47 


48 


© 
+ 
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De constructie uit oefening 46 kan veralgemeend worden om een lijnstuk te construeren waarvan de lengte 


een veelvoud p/q van een gegeven lengte is. Teken een lijnstuk [AB]. Construeer vervolgens een lijnstuk 
[AC] zodat |AC| = 7 |AB. 


bv. 


a) Bereken de onbekende lengte x met behulp van de stelling van Thales. 


b) Welke projectieas en welke projectierichting heb je gebruikt? 


Gegeven: CD / EB 


X 8 iede 
a) a” b) projectieas: AB 
B = 48 projectierichting: CD 
X = V48 of X= —V48 (<— nietrelevant) 
= 4V3 


Een houten blok heeft de vorm van een balk. De afmetingen van de balk vind je op de figuur. Het blok wordt 


gefreesd volgens de richting van een diagonaal in het voorvlak zodat het volume van het houten blok met 16 % 
gereduceerd wordt. Hoe diep moet men frezen? Werk op 0,01 nauwkeurig. 


= 1280 
Sed 
8 16 
16x = 8y 
Ks y 


© Vrees = 0,16: Voiok 
= (0,16: - 1280 
= 204,8 
X-y-10 
2 
= X:-2X:5 


= 10x? 


e Viroos = 


e 10 = 2048 
Xx = 20,48 
X z 45 of XZ —4,5 — niet relevant 


Antwoord: Men moet ongeveer op een diepte van 4,5 frezen. 
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BE 1 
(sr) In een willekeurige AABC is [BD] een zwaartelijn. Op deze zwaartelijn ligt een punt E zodat Bo El É 
IBF 


lac)’ 


De rechten AE en BC snijden elkaar in het punt F. Bepaal de verhouding 
a) Uit de definitie van een zwaartelijn volgt dat |l = |... 


b) Pas de stelling van Thales toe voor de projectie volgens de richting AF / DG. 


c) Volgens de stelling van Thales verhouden de lengtes van de lijnstukken 
op de rechte BD zich op dezelfde wijze als de lengtes van de lijnstukken 
op de rechte BC. 
Vul aan. A D E 


Thales 
|BD/=3- [BE > [ml =3" lul 


a 
ed 


Projecteer [AD] en [DC] op de rechte BC volgens de richting AF / DG. Wat kan je besluiten uit de stelling 
van Thales? Merk op dat [AD] en [DC] twee even lange en evenwijdige lijnstukken zijn. 


Gers SFe en [FG] = … [BF] 


f) We besluiten: 


BF 
[BC] = [BG] + [GC] = … [BF] + … [BF] = … [BF] — Be 
FGI [GC] 
a) |AD/ = |DC d LLS ed 
) JAD/ = |De kn Sn 
‚) ler _ (eG! FG] = IGC 
[BE] [BD] 
e) [FG] = 2|BF] 
c) [BG| = 3 |BF| 
[BF] 1 
f) |BC| = |B = 3|BF|+2|BF BF = 
) IBC] = |BG|+IGC| = 3|BF|+21BF = SIB > oe = 5 
JAS) 
In de figuur is AB // CE en AD / BE. Verder weet je dat — =r. 
ISD TIP , 
Ee Pas de stelling van Thales 
Toon met behulp van de stelling van Thales aan dat De F tweemaal toe. 
A B 
S 
C D E 
e pÂB([AS) = [BS] en p@ê([SD) = [SC] e Pe ([SC]) = [DC] en pè([SBĲ) = [DE] 
IAS _ ISD ISC| _ ISB| 
[BS = 150 [DC] DE 
A B ISC| _ |D 
5 = Dn (middelste termen van plaats wisselen) [SB| 7 IDEI (middelste termen van plaats wisselen) 
B 1 _ [DC 
r= De (gegeven) (1) r_— DEI (uit (1) 


(35) In de figuur is een dubbele omwentelingskegel (vb. een zandloper) voorgesteld. 
Bepaal de inhoud van deze kegel. 


a) Lm(f +7) 

b) Er(B+ran+ ft) 
Sm(l nm) 

d) inanf 

©) Amr nf 


fi ee bh 
6) n ha 
rho = raha 

hem Sk 
ál 
fs 

he Sihr hl 
A 

ha = Ph po 
Mi hi 


V= OREN LE 
= Smet) 
En on[f (h — ha) + 12h2] 
E Sm (fh — ha + rho) 
= Gr[fâh + (2 )h.) 
= Sm [fh + (ra — (ra + mo) he] 
= Sm [rh + (ra — a) rh] (1) 
= Eh (+8 nn) 
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Gegeven: _ pÂ([AB]) = [A'B'] 
|AM| = [MB 


Te bewijzen: |A/M/| = |M’B'/ 


Bewijs: pâ([AB])) = [A’B'] 


| 


AN / MM’ / BB’ 


| 


|AM| [MB] |ABI 


|A/M'] mn [M’B'] 5 |A/B'| 


| 


JAM] JAM/ 
IMB|___[M/B'/ 
JAM’ 

LS 
MB’ 


| 


[M’B'] = |A’M’| 


de 


De 


(3e) Een projectie bewaart het midden van een lijnstuk. Dit betekent dat het midden van het lijnstuk [AB] wordt 
afgebeeld op het midden van het lijnstuk [A’B' ]. 
Verklaar dit aan de hand van de stelling van Thales. 


(gegeven) 


(constructie projectie) 


(Thales) 


(middelste termen wisselen van plaats) 


(gegeven) 


A M B 
Gegeven: parallellogram ABCD 
M ís het midden van [AB] 
N ís het midden van [CD] 


P is het midden van [AC] 


Te bewijzen: a) [MP] = [NP 


b) M,N en P zijn collineair 


N C 
TIP : En 
* Projecteer twee even lange lijnstukken op de 
rechte MN volgens de richting van AB. 
* Drie punten zijn collineair als ze eenzelfde beeld 
na projectie hebben. 
Bewijs: 
a) pin (AMJ) = [PM] en pún (NC) = [NP] 
U (Thales) 
|AM|__ INC 
[PM[____INP 
U (middelste termen wisselen van plaats) 
|AM|__ [PM 
INC| INP 
U (lAM[ = [NCI) 
zie PM 
INP 
INP| = [PM 


b) p2(M) =_N 
PE2(P) =_N 
Poe (N) = N 


Besluit: M‚ P en N zijn collineair. 


ZJ 
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In AABC trek je door het midden van [AB] een evenwijdige aan [BC]. Bewijs dat deze rechte door het midden 
van [AC] gaat. Maak een tekening en noteer het gegeven en hetgeen te bewijzen valt. (Dit is de omgekeerde 
stelling van de middenparallel in een driehoek. De gewone stelling vind je terug in de modules ‘vectoren’ en 


‘meetkundige toepassingen’) 


/ Projecteer twee even lange lijnstukken die in 


elkaars verlengde liggen en pas de stelling van 


Thales toe. 


Gegeven: 


Te bewijzen: 


Bewijs: 


MN 


JAMI 
JAN/ 


JAMI 
IMB) 


INC 


AABC 


|AM/ = [MB] 
MN / BC 
JAN] = INC] 


/ 


| 


BC 


(Thales) 
MB 
NC 

(middelste termen wisselen van plaats) 
AN 
NC 
(lAMI = [MBI 


AN 
NC 


(sr) Door een willekeurig punt van de zijde [BC] van AABC trekt men een rechte die evenwijdig is met de 
zwaartelijn uit A. Deze rechte snijdt AB in Een AC in F. 


Te bewijzen: |AF| - |AB| = |AE| - [AC] 


Bewijs: 


a) Maak een tekening van de situatie en benoem de punten. 
M is het midden van [BC] 
Gis het willekeurig punt op [BC] 


b) Welke rechten zijn evenwijdig? Dit wordt de projectierichting. 
c) Projecteer de vier lijnstukken waarvan de lengtes bij 'te bewijzen’ staan. 


d) Pas de stelling van Thales tweemaal toe. Zo krijg je twee evenredigheden waarmee je verder kan rekenen. 


Bewijs: B 

a) 

b) AM // EG 

€) pec ([AF]) = [MG] 

Pec ([AB]) = [MB] 
PU ([AE)) = [MG] 
PU ([AC]) = [MC] 

d) We passen de stelling van Thales 2 keer toe 
|AB| _ |AE| pn |AF|__ |AC[ 
IBM © iMaj © [Mai ” IMC] 
LS | 
[AEL [MG] [MG] [AF] 


md 


|, aem = imc) 
|AB| _ ACI 
(AEL [AF] 


| (hoofdeigenschap evenredigheden) 


|AB| - [AF] = |AC| - [AE] 


DD 
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Het zwaartepunt verdeelt een zwaartelijn in twee stukken 
waarvan het ene stuk twee keer langer is dan het andere. 
Het langste lijnstuk ligt tussen het hoekpunt en het 
zwaartepunt. Het kortste lijnstuk ligt tussen het 
zwaartepunt en het midden van de onverstaande zijde. 
(Deze stelling hebben we al bewezen in de module over 
vectoren. Je kan de stelling echter ook bewijzen met de 
stelling van Thales.) 


Bewijs dat |AZ/ = 2 [ZR| met behulp van de stelling van 
Thales. 


a) Teken een rechte door R evenwijdig aan [BQ]. 
b) Toon met de stelling van Thales aan dat deze rechte door het midden van [QC] loopt. Noem dit midden M. 
c) Bepaal de verhouding van [MO] tot [AO]. 
d) Pas de stelling van Thales nogmaals toe. 
a) zie tekening 
b) Te bewijzen: [OM[ = [MC] 
Bewijs: BQ / RM 


U (Thales) 
|BR| _ RC] 
|QM/ [MC] 

U (middelste termen wisselen van plaats) 
EN ht 
[RC] [MC] 

‚— OM 
—_|MC] 
|My = \Mc] 
j Mar 1 
AQI © 2 
|AZ| IZR 
Db mn 
) |AQl [QM/ 
|AQ| - IZRI 
AZ = 
|QM/ 
2- [QM] - |ZRI 
AZ = 
|QM/ 
AZ| = 2- |ZRI 


Analoog kun je bewijzen dat |ZC| = 2: |PZ| en |BZ| = 2- |QZ| 


DD 


stelling | Een bissectrice vanuit een hoekpunt in een driehoek verdeelt de overstaande zijde in twee 


stukken waarvan de lengtes evenredig zijn met de aanliggende zijden. 


Gegeven: AABC 
BD is een bissectrice 


…__. |AD| _ [DC 
Te bewijzen: ABI IBC en [BE] = [BC] 
Bewijs: 


a) Maak een tekening en teken een rechte door C evenwijdig aan BD. Het snijpunt van deze rechte AB 
noem je E. 


b) Pas de stelling van Thales toe. 


c) Toon aan dat ABCE een gelijkbenige driehoek is. 


a) 
E 
B 
de, 
C 
D 
A 
AB BE 
Ae _ Le 
|AD| IDC] 
IDC] _ |AD| 
|BE| _ |AB/ 
c) B, =Ê (overeenkomstige hoeken) N 9 . 
en — ABCE is gelijkbenig 
B, = C4 (verwisselende binnenhoeken) 
|[BE| = [BC] 
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kenmerk 


De stelling van Thales kan je gebruiken om de gelijkvormigheidskenmerken te bewijzen zoals in het 
voorbeeld hieronder. 


Voorbeeld 


HH 


Twee driehoeken zijn gelijkvormig als twee hoeken van de eerste driehoek even groot zijn als twee hoeken 


van de tweede driehoek. 


Gegeven: 


en AADE 


Te bewijzen: AADE — AABC 


Bewijs: 


D 


(overeenkomstige hoeken) 


BC 


(overeenkomstige hoeken) 


Ee 
DE BC 
l (Thales) 
|AE| |EC] 5 |AC] 
(AD) — [DB| (AB 
l (middelste termen van plaats wisselen) 
|AE| |AD| 
|AC| |AB| 
Besluit 
Â-RÔ BEC 


[AEL _ |AD[ _ IDE] 


=> AABC > AADE 


JAc| |AB| [BC 


A 
D E 
B F 
e TekenFE / AB 
Ik (Thales) 
AE| n BF| _ |AC] 
EC [FC [BC] 
l (def. parallellogram) 
AE| " DE| jn |AC] 
ECP __ |[FC| [BC] 
| (middelste termen van plaats wisselen) 
AE] ke EC 7 |AC| 
[DEP  [FC| [BC] 
l (middelste termen van plaats wisselen) 
|AE| ES DE 
|AC| [BC 


Bewijs nu zelf de twee andere gelijkvormigheidskenmerken. 


kenmerk Zi Z 
EL 
Twee driehoeken zijn gelijkvormig als twee paar zijden een evenredigheid vormen en zij een even grote 
ingesloten hoek hebben. 


en 


kenmerk | ZZZ 


ETS 
Twee driehoeken zijn gelijkvormig als alle overeenkomstige zijden evenredig zijn. 


PAN A 
zz 
Gegeven: AACD en AABE 
Â=Â 
ABL _ |AEI E 8 
IAC [ADI 
Te bewijzen: AACD — AABE 
D F C 
Bewijs: 
|AB| |AE| 
 —— == 
|AC| |AD| 
U (middelste termen wisselen van plaats) 
AB __ JAC 
|AE| [AD 
U (Thales) 
EB / DC 
U (overeenkomstige hoeken) 
E = D 
en 
B = C 
e Teken BF / AD 
| (Thales) 
|ABÍ 5 BC n |AC] 
IDF) — [FC] _ [DC 
U (def. parallellogram) 
AB| __ |Bc| _ HAC 
BR Oe lee 
U (middelste termen van plaats wisselen) 
ABI __ IEB 
|AC| [DC] 
| (gegeven) 


|AB| _ |EB| _ |AE 
|AC| — [DC) _ [ADI 


e Besluit 

Â-AE-D;B-C 

|AB| s |EB/ e |AE] => AACD — AABE 
|AC| [DC [AD| 
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module p. 45 


Gegeven: AABC en AADE 
|AB| _ |AC| _ [BC] 
AD] — JAE IDE] 


Te bewijzen: AABC — AADE 


Bewijs: 
ABI __ JAC 
|AD| [AE 
| (uiterste termen wisselen) 
[AEL JAC 
|AD| [ABI 
| (Thales) 
DE #/ BC 
Ik (overeenkomstige hoeken) 


D-B en F-C 
. A=Â 
e Besluit 
A=A;D=BE=C 
|AB| _ |AC] _ [BC] —> AABC > AADE 
|AD|  |AE| [DEI 


a) Noteer de metrische betrekkingen 


in symbolen. 
G 
F 
R 
H 

a) |FRI? = |HR| - [RG 

[FH[? = [HG] - [HRI 

(FG? = [HG[ - [RG] 


b) Plaats de juiste letters op de tekening. 
IMP[? = [TP] - [PS 


Duid alle formules aan die gelden in onderstaande driehoek. 
B 


In een rechthoekige driehoek ABC wordt de hoosgtelijn CD op de schuine zijde getekend. De zijden van de 
driehoek meten 9,5 cm; 16,8 cm en 19,3 cm. Hoe lang is de hoogtelijn CD? Vermeld duidelijk je werkwijze. 


A 
D 
95cm 19,3 cm 
GC 16,8 cm B 
e 9,5° = |AD| -19,3 
9,5? 
19,3 — AD) 
4,68 = |AD| 
e 168% = |BD| 193 
16,8? 
e= BD 
19,3 jeu, 
14,62 <= |[BD/ 
e [CD = |AD| : |[BD/ 
ICD] = /|AD| - [BD/ 
ICD| = 8,27 


Antwoord: De hoogtelijn CD is ongeveer 8,27 cm lang. 
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Bepaal de gevraagde lengtes. 


8 
s a) c) 

a E 

A) B 

5 

Ke) 25 

e 7 

5 ES 
A 2 C Dz 16 F 
b) d) 


a) e 7 = 25-x e 24 = 25-X2 e= ze * 23,04 
2 2 
Ek an x= 45,1584 
25 25 
19 X = 6,72 
en 23,04 = X 
25 


2 = 352 
X _& 18,76 
c) X = 4-16 
2 = 64 
= 8 
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In een park staat een groot monument. Silke en Steven maken allebei een foto van dit monument. Bepaal de 
hoogte van dit monument op basis van de figuur. 


 = 2h OF SL le 
Ee 3,2? 
B pn 
7 Finke 
8 = h 6,4 = X 
—h = 64+1,6 
h=8 


Antwoord: Het monument is 8 m hoog. 


In een rechthoekige driehoek zijn de zijden respectievelijk 2,5 cm, 1,5 cm en 2 cm lang. Teken in deze 
driehoek de hoogte op de schuine zijde. De rechthoekige driehoek wordt verdeeld in twee kleine 


rechthoekige driehoeken. Bepaal de oppervlakte van elke driehoek. 


2,5 cm 
e 15° = 25-X e 2 = 25:y e h? = 09-16 
2 2 2 
WS ek B h? = 1,44 
2,5 2,5 h= 12 
0,9 = X 16 = y 
0,9 - 1,2 
e Opp.A, = 5 : 
= 0,54 
1,6: 1,2 
Opp. A, = 2 
= 0,96 


Antwoord: De oppervlaktes van de driehoeken zijn 0,54 cm? en 0,96 cm’. 


0 
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In een vlieger ABCD zijn B en D rechte hoeken. De kortste zijden van deze vlieger meten 39 cm, de langste 
zijden meten 80 cm. De langste diagonaal meet 89 cm. Bereken de lengte van de kortste diagonaal. 


B 


e  =a-c b? = b-a 
39? = 89.’ 80° = b’.89 
39° , 80? p 
mm Taka 

pr 80 39 

89 89 
h? <= 1228,94 
h = 35,06 


e Kortste diagonaal: 2 - 35,06 cm = 70,12 cm 


Antwoord: De kortste diagonaal is ongeveer 70,12 cm. 
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